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(Eingegangen am 14.10.1994) 
Einleitung 
Bei Strukturuntersuchungen von Ultrafiltern einer Grundmenge X spielen Punkt-
abbildungen <p: X ~ X einerseits eine wesentliche Rolle, andererseits erweisen sie sich 
aber auch als zu wenig flexibel. Weit mehr Möglichkeiten bietet die Benutzung von Filter-
abbildungen, die die Menge aller Filter von X in sich abbilden. Die nachfolgenden Unter-
suchungen beziehen sich auf eine spezielle Klasse von Filterabbildungen, die sich durch 
naheliegende Eigenschaften kennzeichnen lassen und die der Anwendung auf Ultrafilter 
in geeigneter Weise angepaßt sind, weswegen sie als Ultrafilter-Abbildungen oder kurz 
als U-Abbildungen bezeichnet werden sollen. 
Hinsichtlich der Symbole und Bezeichnungen sei auf die Arbeiten "Filterabbildun-
gen" und "Abzähl bar primitive Ultrafilter I, II", Abhandlungen der Braunschweigischen 
Wissenschaftlichen Gesellschaft XLII, XLIII, XLIV verwiesen, die hier übernommen 
werden. Insbesondere sei darauf hingewiesen, daß für Filter u, b die Ordnungsrelation 
U ~ b als zur mengentheoretischen Inklusion invers definiert ist, so daß der mit 0 be-
zeichnete Filter aller Teilmengen von X (einschließlich der leeren Menge) das Nullele-
ment der geordneten Menge aller Filter ist. Entsprechend beziehen sich die Verbands-
operationen /\ und v auf diese Ordnungsrelation. 
1. V-Abbildungen 
Nachfolgend ist X immer eine feste unendliche Grundmenge, ~ bedeutet die Menge 
aller Filter und U die Menge aller Ultrafilter von X. 
1.1. Definition Es sei WC eine Teilmenge von ~. 
(a) WC heißtflltrierend, wenn zu je zwei Filtern U, bE WC ein Filter C E 9)( mit C ~a /\ b 
existiert. 
(b) WC heißt saturiert, wenn es zu jedem U E U mit 11 ~ I\. U ein Uo E Wl mit 11 ~ Uo 
gibt. Q E m 
Die leere Menge und die ganze Menge ~ sind sowohl filtrierend als auch saturiert. 
Abbildungen \jI: ~ ~ ~ werden als Filterabbildungen bezeichnet. Eine Filterabbil-
dung \jI heißt isoton, wenn aus U ~ b stets \jIQ ~ \jIb folgt. Spezielle Filterabbildungen 
werden durch Punktabbildungen <p: X ~ X induziert: Für einen beliebigen Filter a ist 
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{<pA: A E a} eine Filterbasis für einen mit ~a bezeichneten Filter. Die so definierte Fil-
terabbildung ~ wird die von <p induzierte Filterabbildung genannt. Offensichtlich ist sie 
isoton. 
In der folgenden Definition wird nun eine Klasse von Filterabbildungen gekenn-
zeichnet, die neben verbandstheoretischen Eigenschaften auch noch speziell an Ultrafil-
ter geknüpfte Eigenschaften besitzen und die daher kurz als U-Abbildungen bezeichnet 
werden sollen. 
1.2 Definition Eine Filterabbildung 'I' heißt U-Abbildung, wenn sie folgende zwei 
Eigenschaften besitzt: 
(1) Für jede filtrierende Teilmenge m von IJ gilt 
'1'( 1\ a) = 1\ 'l'a. 
aEW( OEW( 
(2) Zu jedem Filter a und jedem Ultrafilter u * mit u * :s; 'l'a existiert ein Ultrafilter u mit 
u :s; 0 und u* = \/fU. 
Die letzte Eigenschaft drückt eine lokale Surjektivität der U-Abbildungen aus. Die Exi-
stenz von U-Abbildungen wird durch den folgenden Satz gesichert. 
1.3 Satz Die von einer Punktabbildung <p: X ~ X induzierte Filterabbildung ~ ist eine 
U-Abbildung. 
Be w eis: (1) m sei filtrierend. Es ist D E 1\ a gleichwertig mit D E al /\ ... /\ an 
a E W( 
für geeignete Filter ab ... , On E m. Zu ihnen gibt es, weil W( filtrierend ist, einen Filter 
bE W( mit b :s; al /\ ... /\ on, also mit D E b. Es folgt 
{ <pD: D E 1\ o} = {<pD: D E b für ein b E W(}. 
a E W( 
Da die linke Menge eine Filterbasis von ~ ( 1\ a), die rechte Menge aber eine Filter-
a E ~ln 
basis von 1\ ~ b ist, ergibt sich die geforderte Gleichung. 
bE W? 
(2) Es seien a E ~ und u* E U mit u* :s; ~a gegeben. {<p- U*: U* E 11*} ist Filterbasis 
eines Filters ~- u*, und es folgt b = ~- u* /\ ° *- o. Daher gibt es einen Ultrafilter U mit 
U :s; b, und man erhält ~u :s; ~b :s; u *. Wegen ~11 E U und II * E U folgt hieraus ~ll = II *. • 
1.4 Satz Für jede U-Abbildung 'I' gilt: 
(a) 'I' ist isoton. 
(b) 1st 11 ein Ultrafilter, so ist auch \jfll ein Ultrafilter, oder es ist '1'11 = o. 
(c) Für saturierte Teilmengen m von ~ gilt 'I' ( V a) = V 'l'a. Speziell ist 
'I'(a v b) = 'l'a v'l'b. OE W( a E W( 
(d) Für alle a E 'J gilt 'l'a = 1\ V \/fU. 
AEaAElt 
lt E U 
Digitale Bibliothek Braunschweig
http://www.digibib.tu-bs.de/?docid=00053030
Ultrafilter-Abbildungen 23 
Be we i s : (a) Aus Cl :::; b folgt, daß {a, b} eine filtrierende Menge ist. Wegen (I) erhält 
man daher \jIa = \jI (Cl /\ b) = \jIa /\ \jIb und hieraus \jIa :::; \jIb. 
(b) Es sei U ein Ultrafilter mit \jIU :t: o. Dann gibt es einen Ultrafilter tJ* mit tJ* :::; \jIll. 
Aus (2) folgt daher die Existenz eines Ultrafilters tu :::; u mit U* = \jItu. Da II ein Ultrafil-
ter ist, muß wegen 0 < tu :::; u sogar tu = II und damit \jIll = u* gelten; d.h. \jIu ist ein 
Ultrafilter. 
(c) Da \jI nach (a) isoton ist, gilt für beliebige Filtermengen WC 
'1'( V a):2: V 'l'a. 
a E WC a EWe 
Um im Fall einer saturierten Menge 9R die Gleichheit zu beweisen, wird gezeigt: Ist U* 
ein Ultrafilter mit tJ* :::; 'I' ( Va), so ist auch b*:::; V, \jICl erfüllt. Wegen (2) folgt 
a E WC a E W( 
aus U* :::; \jI( V a) die Existenz eines Ultrafilters U mit U:::; V Cl und mit U* = \jIU. 
a E We a E WC 
Da WC saturiert ist, gibt es wegen b:::; V Cl einen Filter Clo E 9)( mit lJ :::; Clo' Es folgt 
a E WC 
b* = 'l'b :::; 'l'ao :::; V 'l'a. 
a E ~J( 
Die Zusatzbehauptung ergibt sich als Spezialfall: Ist II ein Ultrafilter mit II :::; Cl v b, so 
gilt u :::; a oder u:::; b. Daher ist {a, b} eine saturierte Menge. 
(d) Zunächst sei A eine beliebige Teilmenge von X, und weiter sei W? A = {11: II E U und 
A E 11}. Gilt für einen Ultrafilter u* nun u* :::; V u, so folgt aus der Definition von 
U E WC A 
WCA erst recht A E lt* und daher sogar u* E WCA- Somit ist 9RA saturiert. 
Für jeden Punkt x E A ist der von x erzeugte Hauptfilter x ein Ultrafilter mit A E x, also 
mit XE 9JCA- Daher gilt zunächst für den von A erzeugten Hauptfilter Ä 
A = V X:::; V 11 S A , also A = V 11 
AEX 11E~J(A AEX 
und wegen (c) dann weiter 
'l'A = '1'( V 11) = V 'l'lt = V '1'11. 
11 E Wl AllE ~R A A E 11 
II E lt 
Schließlich ist die Menge ~J( = {A: A E a} filtrierend, so daß sich mit Eigenschaft (I) 
der U-Abbildungen und mit der vorangehenden Gleichung 
'l'a = 'I' ( 1\ A) = 1\ 'l'A = 1\ V 'l'll 
AEa AEa AEa AE11 
11 E 11 
ergibt. 
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I.S Satz Es sei \jf eine V-Abbildung. Dann giltfür beliebige Teilmengen M von X und 
für alle VItrafilter U *: Aus 
u*::;; V U V U 
ME\jfU>O A X\ME'I'll>o 
UEU UEU 
folgt 'I'll * = o. 
Beweis: Ausu*::;;V{u:ME 'I'll>O,UE U}folgt 
(a) u*= A V{U:U*E U,ME 'I'll>O,UE U}und 
U* E u* 
(ß) 'I'll* = A V 'I'll 
U* E u* U* E U 
UE U 
wegen Satz 1.4 (d). Aus (a) ergibt sich die Existenz einer Menge ~ E u* mit folgender 
Eigenschaft: Aus 1l E U und ~ E U folgt ME 'I'll > o. Wegen (ß) erhält man dann 
'I'll* ::;; V 'I'll::;; M. 
U~ EU 
U EU 
..---.... 
Aus u* ::;; V {u: X\M E 'I'll> 0, U EU} ergibt sich entsprechend 'I'll* ::;; X\M, insgesamt 
n ..---.... 
also 'I'll* ::;; M /\ X\M = o. 
1.6 Satz Es seien X und 'I' zwei V-Abbildungen. Dann ist auch X 0 'I' eine V-Abbildung. 
Be w eis: Es müssen die Eigenschaften (l) und (2) aus Definition I. 2 für w = X 0 \jf 
nachgewiesen werden. 
(I) WC sei filtrierend. Zu a, bE WC existiert also ein C E WC mit C ::;; a /\ b. Wegen Satz 
1.4 (a) folgt hieraus aber auch 'l'c ::;;; 'I' (a /\ b) ::;; 'l'a /\ 'l'b. Daher ist mit WC ebenfalls WC* 
= {'Pa: a E WC} filtrierend. Man erhält deswegen 
w( A a)=x('I'( A a»=x( A 'l'a)=X( A 0*) 
a E 9R a E 9R a E 9R a* E 9R* 
= A Xa* = A X ('I'a) = A wo. 
a* E 9R* a E 9R a E WC 
(2) Gegeben seien ein Filter a und ein Ultrafilter u* mit 1I* ::;;; wa. Zu beweisen ist die 
Existenz eines Ultrafilters u mit 1I ::;;; a und u* = WU. 
Aus u* ::;; wa = X ('I'a) folgt mit dem Filter a' = 'l'a auch u* ::;;; Xa'. Und weil X eine 
U-Abbildung ist, existiert ein u' E U mit u'::;;; a' und u* = xu'. Da aber 'I' ebenfalls eine 
U-Abbildung ist, gibt es wegen u' ::;;; a' = 'l'a ein 1I E U mit u ::;;; a und u' = 'l'u. Zusam-
men ergibt dies u* = Xu' = X ('I'll) = Wll. 
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2. Konstruktion von V-Abbildungen 
Es sei Uo eine nicht leere Menge von Ultrafiltern, und A: Uo ~ U sei eine Abbildung, 
die also jedem Ultrafilter U E Uo als Bild A (u) wieder einen beliebigen Ultrafilter zuord-
net. Dann wird durch 
'l'Aa = 1\ V A (u) 
AE a AE U 
UE UO 
(U E 6) 
jedenfalls eine Filterabbildung '1'1.. definiert. 
2.1 Satz Gilt 0 *- Uo c U und ist A: Uo ~ U eine beliebig gewählte Abbildung, so be-
sitzt '1'1.. die Eigenschaft (1) der V-Abbildungen; d.h. für jede filtrierende Teilmenge ID? 
von i5 gilt 
'l'A ( 1\ a) = 1\ 'l'A a . 
aEID? aEID? 
Be w eis: Wegen der Definition von "'I.. gilt zunächst 
'l'A ( 1\ a) = 1\ V A (u) . 
aE!IR BEAa BEU 
a E!IR U E Uo 
Nun ist aber BE 1\ a gleichwertig mit BE al /\ ... /\ an für endlich viele Filter 
a E WC 
ab ... an E ID? Und weil ID? filtrierend ist, ergibt sich weiter die Gleichwertigkeit mit 
BEb und b ~ al /\ ... /\ an für ein b E ID? Daher folgt schließlich 
'l'A( 1\ a)= 1\ 1\ V A(ll)= 1\ 'l'Ab. 
aE!IR bE !IR BEb BEll bE !IR 
11 E Uo 
Die Eigenschaft (2) der U-Abbildungen wird jedoch von '1'1.. im allgemeinen nicht erfüllt. 
Dazu bedarf es zusätzlicher Forderungen an die Abbildung A. Die folgenden Begriffsbil-
dungen dienen dazu, eine geeignete hinreichende Bedingung aufzustellen. Dazu sei wie 
bisher 0 *- Uo c U, und A: Uo ~ U sei eine Abbildung. 
2.2 Definition: Für u* E Im (A) = A (Uo) sei A- (u*) = V {u: U E Uo' A (u) = 11* I. 
A heißt eine disjunkte Abbildung, wenn {A- (u*): u* E Im (A) I eine disjunkte Filter-
menge ist, wenn es also paarweise punktfremde Teilmengen Zu' von X mit Zu' E 
A- (u*) für alle u* E Im (A) gibt. 
Da eine Zerlegung von X in paarweise punktfremde Teilmengen höchstens die Mäch-
tigkeit von X besitzen kann, gilt für eine disjunkte Abbildung Ajedenfalls 11m (A)I ~ lXI. 
2.3 Satz Es sei 0 *- Uo cU. Wenn dann A: Uo ~ U eine disjunkte Abbildung ist, so ist 
'1'1.. eine V-Abbildung. 
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Be w eis: Es muß nur die Eigenschaft (2) der U-Abbildungen für 'VA nachgewiesen 
werden. Dazu seien ein Filter a E /S und ein Ultrafilter 1.1* mit 1.1* $; 'VAa gegeben. Zu 
zeigen ist: Es gibt einen Ultrafilter 1.1 mit 1.1 $; a und 'VA 1.1 = 1.1*. 
Wegen 
0< b* $; 'VAa = 1\ V A (u) 
AEa AEU 
U E Uo 
gilt für jede Filtermenge V* E b* und für jede Filtermenge A E a 
(*) \'* /\ V A (u) > ° , 
AEU 
U E Uo 
und daher gibt es zu V* und A einen Ultrafilter U E Uo mit A E U und v* E 'A (11): 
Andernfalls würde nämlich aus 11 E Uo und A E 11 stets X\V* E 'A (11) und daher 
V* /\ V {'A (11): 11 E Uo' A E 11} = 0 im Widerspruch zu (*) gelten. Es folgt 
u/\ 1\ V u>o, 
V* E t1* V* E A (11) 
U E Uo 
und somit gibt es einen Ultrafilter 1.1 mit 
(**) b $; U /\ 1\ V 11 , 
V* E b* V* E A (u) 
11 E Uo 
für den also jedenfalls 1.1 $; a erfüllt ist. Wegen der bereits aus der Eigenschaft (I) der 
U-Abbildungen folgenden Isotonie von 'VA und weil {V*: V* E 1.1*} filtrierend ist, ergibt 
sich weiter 
* (* *) 'VA t1 $; 1\ ('VA V 11) . 
V* E t1* V* E A (11) 
11 E Uo 
Da {'A- (u*): u* E Im (A)} nach Voraussetzung eine disjunkte Filtermenge ist, gibt es 
paarweise punktfremde Teilmengen Zu* (u* E Im ('A» mit Zu* E 'A- (u*). Daher gilt 
V U= 
V* E A (11) 
11 E UD 
V 
V* E 11* 
u* E Im (A) 
A- (11*) $; V 
V* E u* 
u* E Im (A) 
Weil aber aus u' E Uo und Zu* E 11' jetzt 'A (u') = u* folgt, erhält man wegen der Defi-
nition von 'VA 
'VA V U $; 
V* E A (u) 
U E Uo 
* und daher wegen (* *) 
'VA t1 $; 1\ V* = 1.1*. 
V* E b* 
V* E U* 
U*E Im(A) 
V 
V* E 11* 
11*E Im(A) 
-------u* $; V* 
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Andererseits folgt aus (**) 
v:S; /\ V u:s; V u. 
V* E v* V* E A (u) U E 110 
U E 11 0 
Zu jeder Filtermenge V E b gibt es daher mindestens einen Ultrafilter 11 E 110 mit V E 11, 
woraus \VA. v*-o folgt. Damit hat sich insgesamt 0 < \VA. v :s; v* ergeben. Und da tJ* 
selbst ein Ultrafilter ist, muß sogar \VA. tJ = b* erfüllt sein. 
2.4 Satz Es sei 0 *- 110 c 11, und t...: 110 ~ 11 sei eine disjunkte Abbildung. Für alle 
v E 110 gilt dann \VA.v = t...(v). 
Be w eis: Es sei v E 110 gegeben. Für alle V E V ist dann tJ selbst ein Ultrafilter aus 110 
mit V E v, und man erhält 
\VA. v = /\ VA(U) ~ /\ A(tJ) =A(tJ). 
VEtJ VEU VEtJ 
U E 11 0 
Wegen t...: 110 ~ 11 ist t... (v) ein Ultrafilter, woraus sich \VA. v 2 t... (tJ) > 0 ergibt. Wegen 
Satz 2.3 ist \VA. eine U-Abbildung, so daß nach Satz 1.4 (b) nun auch \VA. tJ ein Ultrafilter 
sein muß, weswegen sogar \VA. v = t... (v) erfüllt ist. 
Die Forderung aus Satz 2.3, daß t... eine disjunkte Abbildung sein soll, ist jedenfalls 
dann gewährleistet, wenn 110 selbst eine disjunkte Filtermenge ist oder wenn Im (A) aus 
nur einem Ultrafilter besteht. Dieser letzte Fall tritt zum Beispiel bei einer abzähl baren 
Grundmenge X in einer Situation auf, die schon in "Abzählbar primitive Ultrafilter II" 
erwähnt wurde: 
Es sei I = (l : 1 < 11) eine wohlgeordnete Indexmenge mit einer überabzählbaren 
Limeszahl11. Jedem Index tEl sei ein Ultrafilter tJ\ zugeordnet, und zu je zwei Indizes 
t, 1( mit t < 1( existiere eine auf l1 K nicht injektive Punktabbildung <PI. K mit ~\, K l1 K = l\. 
Schließlich sei 11* ein freier Ultrafilter der Indexmenge I. Dann ist 
tu= /\ V 11\ 
U* E u* tE U* 
wieder ein Ultrafilter. Es wurde aber gezeigt, daß es im allgemeinen kein System {<p\: 
tEl} von Punktabbildungen mit ~\ lV = v\ und mit ~\ = ~\, K 0 ~K geben kann. Setzt man 
jedoch bei festem tEl zunächst Uo, \ = {vK : t < 1( < 11), so wird hierdurch wegen 
Im (~) = {tJ\} eine U-Abbildung \V\ = \VA, definiert. Für diese U-Abbildungen \V\ gilt 
dann offenbar 
\Vl1U = tJl und \Vl = ~l, K 0 \j!K (1< K < 11)· 
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3. Präordnungen 
Wie dieses Beispiel zeigt, kann die auf der Menge U der Ultrafilter von X durch 
Punktabbildungen definierte Präordnung .... mit Hilfe von U-Abbildungen in geeigneter 
Weise verallgemeinert werden. Dabei kann man noch durch entsprechende Einschrän-
kungen dieser Abbildungen erreichen, daß die verallgemeinerten Präordnungen immer 
noch einen nicht zu groben Vergleich von Ultrafiltern ermöglichen. 
3.1 Satz Es sei 'l' eine Menge von U-Abbildungen, die alle von Punktabbildungen indu-
zierte Filterabbildungen und mit 'I' b '1'2 auch '1'2 0 '1', enthält. Dann wird durch 
Uj «U2 H Es gibt ein 'I' E 'l' mit \Ifllz = Uj 
auf U eine Präordnung definiert, die eine Vergröberung der durch Punktabbildungen 
bestimmten Präordnung .... ist. 
Be w eis: Die Identität id: X ~ X ist eine Punktabbildung. Daher gilt id E 'l' und somit 
U « U für alle U E U. Die Transitivität folgt unmittelbar aus der multiplikativen Abge-
schlossenheit von 'l'. Und aus u, = ~ U2 für eine Punktabbildung Cf' folgt wegen ~ E 'J' 
auch U, «U2' 
Die Menge aller U-Abbildungen erfüllt wegen Satz 1.3 und Satz 1.6 offenbar die Vor-
aussetzungen. Man kann sie jedoch den jeweiligen Zielen entsprechend erheblich ein-
engen. Wichtige Beispiele bilden die Mengen aller derjenigen U-Abbildungen, die im 
Fall einer abzähl baren Grundmenge die Menge aller abzählbar primitiven Ultrafilter in 
sich abbilden, und die Teilmenge derjenigen Abbildungen '1', die außerdem 'I' U .... U für 
alle abzählbar primitiven Ultrafilter u erfüllen, so daß auf diesen Filtern dann die Präord-
nung « mit der durch Punktabbildungen bestimmten Präordnung .... zusammenfallt. 
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